Avances recientes en algebras conmutativas, teoría de las clausuras justas (tight closure) by Vélez, Juan D.
Revista INTEGRACION
Universidad Induairial de Sauiancier
Escuela de Matemáticas
Vol. 12, No 2, p. 167-181, juoio-diciembre 1994
Avances Rectentesen Algebra
Conmutativa, Teoría !le las Clausuras
Justas (tight. closure) *
Resumen
En [5]Hochster y Huneke intttxlujeron la noción de clausura justa
para anillos Noetherianos de característica prima, y para álgebras
finitamante generadas sobre un campo de caracrterística cero. La
teoría generada a raíz de esta n()Ci6nha producido nuevas pruebas
de algunos teoremas cláSICOSdel álgebra conmutativa y de la teoría
de anillos de invariantes, así como de algunas de las conjeturas
homológicas.
El objetivo de este artículo es mostrar a grandes rasgos los aspec-
tos esenciale. de esta teoriay SUB aplicaciones más importantes.
Se mostrarán"algunos avancel recientesyse discutirán algunos de
los.problemas centrales de la teoria.que aún permanecen abiertos.
Las ideas genninales de la teoría·de las clausuras jus~as ya estaban con-
tenidas de manera implícita. en 108 trabajos de Hochster [6, 7], a prin-
cipios de los años 70. Sólo recientemente estas ideas fueron aisladas y
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estudiadas sistemáticamente por Hochster y Huneke [5], en su teoría de
las clausuras justas. Esta teoría apareció a mediados decenio de los 80, y
desde entonces ha despertado gran interés en la comunidad de algebristas
y geómetras conmutativos a nivel mundial. El interés 'reside en parte en
que esta teoría ha permitido unificar y tratar de manera sistemática una
serie de problemas cuya solución dependía de trucos. y métodos ad hoc.
Además, usando esta teoría se ha. 1Qgrado;por ~a parte dar pruebas
relativamente simples para teoremas de los cuales sólo se conocían de-
mostraciones muy largas y muy complejas, y, por otra p4f1ie, formular y
demostrar algunos teoremas clásicos tales como el teorema de Brian~on-
Skoda sobre clausuras integrales de ideales, _una. forma mucho más
fuerte.
2. Notación y Terminología
A lo largo de este artículo se supondrá que todos los anillos son con-
mutativos, con identidad, y Noetherianos. Se hará énfasis en anillos de
característica prima, pero se tratará de m~ntener máxima generalidad en
cuanto sea posibl~. Se denotará por p a ~n número entero primo, y por
q, qo, q',etc., a enterós de la forma pe, dop.de e denot;;¡.~n entero positivo.
Si R es un anilloconmutativo, entonces ItJdep.otará el complemento de
la unión de los ideales primos minimales de R.
Dado un anillo conmu~tiv() R de característica. p, existe un endomorfismo
de R que envía r fi,./J. en r'P (denomina<1Q.eQ.dolDOrfisIilo.de Frobenius), y
que denotaremos por F. La iteración de F, n veces, se denotará por Fe.
Cuando-R es un anilloreducido-(sin elementOs nilpotentes), es posible
crear un anillo, que denotaremos por Rtf9, y que contiene para cada
elemento de R una única raíz q-ésima: como R es reducido, se sigue que
Fe es inyectivo. Si se toma una copia de R (dentro de R) definida por
Fe(R) e R, se ve inmediatamente que para cada a E r(J1.),a :=; f'e tiene
como raíz q-ésima el 6lemento r E R.
Recordemos ahora algunas nociones básiG&8de la teoria de anillos Noethe-
nanos.
3. Conceptos básicos
Por un anillo local(R, m, k) (o (R, m») se entenderá un anillo Noetheriano
con un único ideal maximal m, y campo residual k = Rlm.
La dimensión de Krull de UD anillO,R, que se denotará por dim R, se
define como el
sup{n : Po ~ PI ~ ..• ~ P,,, Pi ideal primo en R}.
Un anillo R se denomina equidimensiontJi,'si dim R =, dim(RI P), para
cada ideal primo. minimal P e R.
Sea (R, m, k) un anillo local de dimensión d. Una sucesión de elemen-
tos de R, Xl," ., Xn, se denomina un sistema de parámetros, si el ideal
(Xl, ... , xn)R es rn-' primario, es decir, si dirnRlf:ffi .... , xn)R = O.
Sea M un módulo sobre un anillo Noetheriano R. Una sucesión de
elementoS de R, X¡, ••• ,Xk, se denomina unasucesión regular en M, si
(Xt ••.• ,xk)Af =1 M, Y para cada i = 1,... ,n el elemento Xi no es un
divisor de cero en MIl, donde 1denota el ideal 1= (Xl', ... ,Xi-l)' Una
sucesión regular se puede entenderintuitivamente como una sucesión de
elementos en R con propiedades ánalogas a lu de la sucesión de inde-
terminadas XI.'" ,Xn en el anillo <lepolinomios k{Xl''''X.]. Sea R un
anillo local y consideremos a R comolln módulo sobre sí mismo. Resulta
extremadamente útil poder.determinar cúando una sucesión de paráme-
tros de R es una sucesión regular en R..Los anillos locales para los cuales
esto es cierto se denominan anillos de Cohen-Macaulay (C-M). Cuando
R no es necesariamante local, R se qmsidera un anillo C-M, si para cada
una de sus localizaciones Rp, P un ideal primo, Rp es (C-M).
Si un anillo local (R, m), además de ser un anillo C-M, posee la propiedad
de tener tipo 1, lo cual significa que para cada sistema de parámetros
X¡, ... , Xn el anulador de m en RI(x¡, ... ,xn) tiene dimensión igual
a 1, visto como ,~pacio vectorial sobre k, se denomina un anillo de
Gorenstein. En el casp global, R es de Gorenstein si para cada ideal
primo P, Rp es Gorenstein.
{'n anillo local (R, m) se denomina regular, si su dimensión de Krull es
igual al número mínimo de generadores de m.
(:n anillo R se denomina regular, si para cada ideal primo P, Rp es
regular.
Para las definiciones y pruebas de esta sección el lector puede consultar
a [3]. '
Definición 1. Sea 1 un idealde.unazúllo R y M un, R-módulo. Sea
ltJ(M) = {x E M : x es anulado por una potencia de I}.
Se puede demostrar que 'Ir}( )es un functor a izquierda covariante. Sea
Hi( ) su i-éBimo4undor deriYado a derecha. Entonces, el i-ésimo grupo
de cohomología de M con soporte en el idellll se define romo H}(M).
Se puede demostrar que H}(M) tiene unaesiructura naturalde R-mó-
dulo, en donde cadaelemen~o de H}(M) es anulado por una potencia de
l.
Si (R,m) es una anillo local, se tiene que H}(M) "=1 Osi i = dim(R), y es..• . .
igual al módulo cero cuando i > dim(R).
Uno de los teoremas fundamentales en la tperÍa de cohomología local es el
llamado teorema de dualidad local de G.roth~dieck. Para su formulación
se requieren los siguientes conceptos.
Sea R un anillo y M unR~módulo. Una extensión M e N se denomina
esencial si todo subinódulo no triviÁt de N tiene intersección no trivial
con M. Una extensión esencial maximalde M se; denomina la cubierta
inyectiva (injeetive hull) de M, y'~ denota por ER(M). Se puede probar
que este módulo existe, es inyectivo y es únic» salvo isomorfismos.
Cuando R es un anillo'local, elñmetor v - HornR{-, ER(R» resulta
ser contravariant"é y exacto, yel módulo MV = HomR(M, ER(R» se
denomina el dual de Matlis.
Sea (R, m, k) 'un anillo local, C-M y de dimensión = n. UIÍ módulo se
denomina módulo canónico paraR si su dual de Matlis es i~omorfo a
HNM). Cuando R es una anillo de Gorenstein, se puede PrQbar que R
es un módulo canonico para R. ,; .
Se puede probar que el módulo canonico es único. Además, si {l es el
módulo canónico de n, entonces para cada ideal primo P de R se tiene
que {lp es el módulo canónico de Rp.
El teorema de dualidad local es el sigtiiente:
Teorema 2 (bualidad loca:i). Séa (R, m, k) un anillo local,. e-M, de
dimensión d y M un R-módulo finitamente generado. Sea E'lti cubierta
inyectiva dek sobre R, ysea {l un m6dulo canónico sobre R .. Entonces,
dado un isomorfismo {lv ~ Bf(R), existe un isomorfismo functorial en
M
4. Teor(a de las clausuras justas' (tight closure)
Para ilustrar las ideas generales de la teoría se empezará analizando un
método para atacar una de 1&$conjeturas centrales en esta área conocida
como conjetura monomial [7]. Sea (R, m) un anillo local y sea XI, •.• , X"
un sistema de parámetros para R. Dado un entero t ~ 1, esta conjetura
afirma que no pueden existir elementos rl, ... , r" en R que satisfagan la
ecuación .~
(XI ... x,,)t = x~+Irl + ... + x~+Ir". (1)
Esta conjetura eSequivalEmtea otra conjetura conocida corno la conjetura
del sumando directo [7], la cual afirma que un anillo regular es siempre
un sumando directo de todas sus extensiones módulo-finitas, es decir, si
R e S es una extensión'de anillos, donde S es finitamente generado corno
módulo sobre R, y R es regular, entonces R debe ser un sumando directo
de S, donde la inclusión se considera una inclusión de R~módulos. En
otras palabras, debe existir una función de retracción (splitting map)
o : S -+ R, la cual es un R-homomorfismo, y tal que o o i = 1dR, donde
i denota la inclusión de R en S, y IdR es el homomorfismo identidad en
R.
La validez de estas conjeturas es' conocida en el caso en el que el anillo
R contiene una campo, así como en el caso )en el que'R es un anillo de
característica mixta en dimensión ~ 2. Esta conjetura permanece abierta
para anillos en característica mixta de dimensión mayor que 2. Se ha de-
mostrado que estas dos conjeturas son equivalentes a un refinamiento de
la llamada nueva conjetura de la intersección [7,4]. En ingléSesta última
conjetura se conoce como the improved new intersection conjecture.
Demostremos ahora que la ecuaCión (1) no tiene solución en R en el
caso en el que l~ elementos Xl, •• ,,\,xn forman un~ sucesión re.gular en
(R,m). I:4L prueba. puede ha.cersepor inducción sobre n. Es fácil ver que
la a.fi~ión es cierta para n -; 1. Supongamos entonceS que n > l. En
primer lugar, es posible demostrar que si los elementos x}, ... , Xn forman
una sucesión regular, entonces cualquier permutaciOil' de las potencias
t -ésimas de Xl, ... , x'" ,también forma. una. sucesión regular en R. En
particular, tomando t = 1se deduce que las imágenes de Xl"'" Xn-l en
R/xn forman una sucesión regular en R/xn• Ahora, supóngase que en R
se da que (X;1,··· xn)t = X~+.ITl+·· .+.~:tIT" para1inciertp ~ntero t y
ciertos elementos TI, ... , Tn• Esta ecuación se puede reescribir como
[(XIX2" .Xn_l)t - XnTn]X~ = X~+tTI+ + xt:'IITn_l.
Co~ X~, no es un"divi~r de cero en R/( x~;l , ,x~~\),deberán exi~tir
elementos r~,... , r~_l en R tales q\le . .
(XIX2,··· Xn_l)t - xnrn = rixrl'+ ... + r~_l:r~:'\.
Pero esto nos muestra que módulo Xn las imágenes de los elem~ntos
r~, ... , r~_l en R/xn n()s darían una solución a la ecuación (1), en n - 1
variaples, pa.ra el sistema de parámetros formado por las imágenes de los
~lementos X¡, ••• .,Xn_l' en el anillo RI Xn, lo,cual contradice la hipótesis
induetiva.
Ahora, v~amos cQu,.ose podría atacar el problema general en el caso en el
que X¡, ••• , xnno formen necesariamente una SUcesiónregular. El primer
paso colísiste ~nreducir el problema ~ caso de característica prima.
En {6, 1] se introdujo una técnica general que permite atacar' proble-
mas de "tipo ecuacional" en anillos loca.lesque contengan un ,campo. A
grandes rasgos la técnica. es la siguiente: supongamos que queremos pro-
bar que una cierta ecuación E = O no tiene solución en ningún anillo
local IJ,. Se comienza. pordemostriU' q\ie esto ,es cierto para el caso en el
,qtte IJ, es,unanillo de car~terística prima.. Cuando R es un anillo local
de ca.racterística cerQ,' se pu~e demostrar que de ~xistir una solución
a la ecuación en R se podría también encontrar una. solución para una
cierta álgebra. loca! Ro finitamente generada sobre un campo4e carac-
terística prima [7]. La existencia. de R.o~á garantizada por el famoso
teorema de aproximación ,de M. Artin. Una de las ventajas de trabajar
en característica prima reside en el hecho,de poder manipular ecuaciones
con más facilidad, esto.debido a que en este caso es válida la fórmula
(a + b)" = a'P + 6".
El segundo paso consiste en pasar al caso en el que R es una anillo
completo bajo la topología m-ádica: en general, de existir una solución
de la ecuación (1) en R, también existiría una solución de esta ecuación en
cualquier imagen homomorfa (S, tl) de R, siempre y cuando las imágenes
de 108 Xi formen una sucesión de parámetrosen (S,n). En particular,
esto es cierto pa.ra el caso en el que S es la completaciÓDm-ádica de R.
Luego, podemos suponer sin pérdida de generalidad que R es un anillo
local completo. Por el teorema de estructura de Cohen, es posible escoger
un subanillo de R, A = k[[XI"'" xn]], donde k es un anillo de coeficientes
para R, de tal manera que R, visto como A-I;DÓdulo, es finitamente
generado. No es difícil ver que en este caso existe una función A-lineal
I :R -+ A la cual envía el elemento identidad en R en un cierto elemento
e # O de A.
Ahora, supongamos que la ecuación (1) tiene una solución en R. Si ele-
vamos ambos lados de la ecuación (1) a la potencia q = pe, e ;::: 1, se
obtiene
(Xl' •• xnY't =L:x1(t+I)r~.
Aplicando I a ambos lados de esta ecuación obtenemos
q "" (t+l)9cu = L.J a¡x¡ ,
donde u denota el elemento (Xl" • xn)t, y ai = I(rl). Denotemos por 1
el ideal de A generado por x1+1, ••. , x~+I, y por ¡lq] el ideal generado por
las potencias q-ésimas de estos elementos. Se ve entonces que
para todo q = pe.
Es fácil ver que el conjunto de todos 108 elementos de R que satisfacen
esta condición es también un ideal de R. A este ideal, que denotaremos
por J*, se le llama la clausura justa de 1 en A (tight closure 011). Ahora,
es posible demostrar que en A = k[[XI"'" xnlJ todos los ideales son
. cerrados bajo esta operación, es decir, para cualquier 1 e R se tiene que
J* = l. En general, si R es un anillo regular, entonces R va a tener
esta propiedad {ver próxima sección). De aquÍse concluye entonces qu.e
u E l. Existen entonces elementos a¡ en A tales que
Esto estaría diciendo que en, Ala ecuación.,:(l) ~a'una solución para
elsistema de parámetros'Zt,. o'."z •.. Pero en el anillo A la sucesiól1
Xl, ••• , x.es regular, y en este CasG ya sabemos que (1) 110tiene solución.
Esta contradicción concluye .la,pru~ba de la conjetura monomial p;..ra
todos los anillos locales-que contengan un campo.
4.2. Resultadosfun'dameíltales de la teoría de las clausuras jus-
tas.
En lo que sigue R denotará un anillo Noetheriano de característica prima
p.
Definición 3. Sea ¡{J = R - U{P : P es un primo minimal de R}. Sea
1 un ideal de R. Decimos que X E R está. en la clausura justa de 1 si
existe un e E RO tal que para todo e suficientemente grande se tiene que
cxq E l(q], donde q == pe e ¡(11) = (iq : i E 1). La clausura justa de 1 la
denotaremos por J*.
Cuando R es una álgebra finitamente generada sobre un Caplpo k de
característica cero, ta~bién se pu~e dar una definición.de clausura justa
para ideales de 1. Esta definición, ~in emb~go, es ~ucho más .compleja
y depende del hecho de poder aproximar a R con álgebras planas, y de
poder reducir estas álgebras módulo p para infinitos números primos (ver
[5]).
La clausura justa de 1e R se puede pensar heurÍsticamente como aque-
ll08elementos de R que pertenecen a la expansión de 1 en Roo, = U,R1/q,
pa.ra infinitas potenci8S' q. Si cúq E ¡(ti :para q '», O,entonces, tomando
raíces q-ésimasse obtiene cl1qu'E IR1/9~ Podemos ahora pensar que
cuando q -+ 00 se tiene que el/q -+ 1, y por lo tanto 11E JRoo.,
La operación * tiene realmente las propiedades' de una operación de
clausura.
(Ver [5] para una demostración de esta proposición).
Como mencionamos más arriba, la siguiente proposición juega un papel
fundamental en la teoría.
Proposición 5. Sea R un anillo regular de característica prima p. En-
tonces 1* = /, para tódos los ideales / de R.
Demostración. Si cu9 E /(9}R para q » O, entonces al pasar a la
localización Rm, m un ideal maximal de R, se obtiene f utq E /(9) Rm, de
donde vemos que
(I(9] : u9) = (I: U)9.
De aquí se ve que e está contenido en infinitas potencias del ideal maximal
mj por lo tanto tiene que ser igual al elemento cero. Esta contradicción
demuestra la proposición .0
Otro tipo de operaciones de clausura, como por ejemplo la clausura in-
tegral, aún en anillos regulares, pueden generar clausuras que contienen
estrictamente a /. Esto en parte explica la terminología clausura justa.
Como se vio en el numeral anterior, la prueba de la conjetura monomial
dependió del hecho de que en el anillo de series formales todos los ideales
generados por sucesións de parámetros en R fueran cerrados bajo la ope-
ración *. Los anillos Noetherianos de característica prima para los cuales
esto es verdad se denominan anillos F -racionales. Aquí, porparámetros
entendemos una sucesión de elementos de R con la propiedad de for-
mar parte de un sistema de parámetros en cualquier localización Rp,
para todo primo P de R. Esta terminología fue introducida en [2]; la
motivación es que est~s anillos tienen propiedades similares a las de las
algebras afines definidas sobre un campo·de característiCa cero, asociadas
a una variedad con singularidades racionales.
~ Una condición más fuerte es que todos los ideales de R sean cerrados
bajo la clusura justa. Esta noción se denomina F -regularidad debil. El
adjetivo débil se usa aquí debido al hecho de que aún se desconoce si esta
propiedad pasa a todas las localizaciones de R. Este problema es uno de
los problemas centrales de la teoría que aún permanecen abiertos. En el
caso en el qu~ la regularidad pase a todas las localizaciones, el anillo R
se denomina F -regular. Esta noción no coincide con la F -racionalidad.
Hay ejemplos d~anil1os con dimensión de Krull igual a dos que son F-
racionales, pero no F-regulares.
El problema de la localización ha sido completamente resuelto para ani-
llos F -racionales, y para otra clase de lUlillos denominados fuertemente
regulares. Esta noción está sólo defi\lida para anillos F-finitos, lo cual
significa que R1/p ::) R es una extensión módulo-finita. Un anillo R se
denomina fuertemente regular, si dado cERo existe un cierto q' que
hace que la inclusión R~lineart : R ~ R1/q, que envía a 1 en c1/q, se
parta o descomponga como función de R-módulos, es decir, que exista
una funcion de retraccíón R-lineal f : R1/q ~ R (lo cual significa que
f o t = IdentidadR) que envíe a c1/q en 1.
Estas categorías de anillos están relacionadas de la siguiente manera:
l. Fuertemente regular =} F -regu1.ar =} débilmente F -regular =} F-
racional.
2. Estas nociones coinciden para. anillos de Gorenstein.
3. Todos los anillos 'F -racionales son anillos normales.
Demostración. Ver· [5].
Bajo condiciones bastante débiles se da que la condición de ser F-racional
implica la condición de e-M. Más préCisamente:
Teorema 7• Un anillo F ~racional que sea una. imagen homomorfa de
un anillo deC~M, eti un anillo de C-M.
Lema 8. Sea II = SIl un annJo equídimensional;y S un anillo lo-
cal,C-M.' Sean {Qh" .Q,,} primoS lnÍnima1es sobre l. Supángase que
Xl, ... ,XtI .són parÁmetros en R .. Entonces, existen elementos ZI,"" %h
en 1,y elementos Yl,' .. ,Yd,tales que la imagen de 1/¡ enR es igual a Xi,
y {Yl, ... , Yd, ZI, ••• , %h} es una sucesión regular en S. Además, existe· un
c fJ U1Q¡, y un entero k tal que
el" f;;; (z}, ... , %4)'
Proposición 9. Sea R = SIl un anillo equidirnensional, donde S es un
anillo ,de O-M. Seanxh" . , x" parámetros de R ( esto último, recorde-
mos, signiJica queestasucesiÓIJ es parte de un sistema de parámetrós en
cada localiza,ción Rp) sea J = (Xl, ... ,x,,)R, y J : X" el ideal de colon de
J y X"' esto es, el conjunto de todos los elementos de R que multiplican
a X" en J. Se tiene entonces que J : x" e J*. '
Esta propiedad última se conoce con el nombre de capturo de cólones por
la clausuro justa. Cuando la sucesióni1, ••• , X" es regular esta propiedad
siempre se da; esto se deduce de la definición de regularidad. Cuando
Xl, ••• , x" no es regular, la clausura justa recoge precisamente la obstruc-
ción cohomológica de la propiedad de ser C-M.
Para probar la proposición, podemos primero reducir al caso en el que S
es un anillo local. Sea a' e J : X". Sean c, %¡, Y¡ y k 'elementos como en
el lema anterior. Sea a una preimagen de fI en S. Como a'x" E J, ay" E
(Yl, ... ,Y"-l) + l. EntQnces, para todo q = ¡f se obtiene
q q E ( )(qJ + I(q)a y" y., ... ,Y,,-l .
Como los Yi, Zi forman 'Ona sucesión regular en S, y este' anillo es C...,.,M
se debe tener que cao E (yf, ... ,Y~-l'Z¡, .•• , Zh). Módulo 1 esto nos da
caq E J[q), es decir, a' E J •.
Demostracion .del Teorema 7
Podemos sin pérdida. de generalidad. suponer que Res. local. R es un
dominio normal, ya que R es F -ra.cipna.1,y por lo tanto equidimensional.
Sea Xl, ... , X" un sistema. de parámetrospara R, y sea j . '(Xl , ... , Xi-l).
B~ta probar. que J¡ : Xi = Ji,. Pero,esto último se desprende de la
proposición anterior. O
De aquípodemos deducir el siguiente teorema.
Teorema 10. Si R e S es un sumando directo de S, visto como R-má-
dulo, donde S es un anillo regular, entonces R es un anillo e-M.
Demostración. Por ser R un sumando directo de S, se tiene ISnR = 1,
para todo ideal] de R ([Hol]). Como S es regular, se tiene 1*5 e (lS)· ~
1S, luego I* = I* S n R e 1S n R = 1. De donde podemos ver que les
cerr~do. Esto prueba que R es un anillo'F-regular,y por lo tanto C-M.
Es fácil ver que. el anillo de invariantes de un anillo regular S; bajo la
acci6n de un grupo linealmente reductivo, es UD sumando directo de S.
De aquí se deduce que es F -regular y por lo tanto C-M.
Cuando (R, m) es un anillo local F-racional, se tiene bajo condiciones
muy débiles enR la siguiente caracterización de F-racionalidad, en tér-
minos de "
CPi." : H:(R) -:. ~(Rl/q), ,
la función naturalmente inducida por 4>d,qen los grupos de cohomología
local de ,más alto orden con soporte e~ elidea.l maximal.
Teorema 12. Se.a. (o.,m) un anilloF-r~ional que sea C-M. Porel teo-
rema anterior esto ocurre, por ejemplo, si R es la imagen homomorl'a de
una anillo,C-M. TéHnbi~ esto ~ da si Res un allillo excelente (1]. Dado
d e RfJy un sistetDa de,parámetros en R, ,X¡, ••• "x,,, existe un 90 tal que
para todos los q ;:::qo se tiene;
1. ~d,q: R/ le :.....Rl/q/ltR1/q es inyectiva para todo t ~ 1, donde lt
denota el ideal generado por x~, ... , z~. '
2. La función CPd,q : H!:&(R) -+- H:¡' (R1/q) inducida por 4>d,q sobre los
grupos de oohomología local es inyectiva.
3. La inclusión 4>d,q: R '-+ R1/q admite una semirretracción, y por lo
tanto R es un anillo FFR.
Demostración. Para la demostración de este teorema ver [12].
El siguiente teorema proporciona una caracterización de F -racionalidad
en términos de O, un módulo canónico para R.
Teorema 13. Sea R un anillo F -finito C-M, para el cual existe un
módulo canónico n. Entonces, R es F-racional si y sólo si R es FFR.
Más aún, en este caso se puede,dar la siguiente caracterización de F-
racionalidad en términos de n :
R es F -racional si y sólo si dado d eRfJ existe un qo tal que la función
es sobreyeetiva para todos los q ~ qo.Aquí ~ d,q denota la (unción inducida
naturalmente por 4>d,q: R '-+ R1/q. '
Esta caracterización de F -racionalidad permitió resolver un problema
importante en la teoría de clausur~s j~stas. El primero de ellos' es el de
demostrar que el conjunto de ideales primos de R para los cuales Rp es
F -racional, denominado locus' F -racional, es abierto en la topología de
Zariski.
Este resultado ha sido demostrádo para. algebras reducidasfinitamente
generadas sobre una anillo local, pero aún permanece abierto para el caso
en el que R es un ani11oexcelente. El resultado es el siguiente:
Teorema 14. Sea R un 'álgebra reducida de caraeterlstica prima, y fini-
tamente generada sobre 'una anillóloca] excelente. Entonces, el locus
F -racional es abierto en la topología de Zatiski.
La prueba de este teorema exige recursos muy avanzados. La prueba de-
pende del teorema de dualidad local de Grothendi~ck, del difícil teorema
de desingularización de Ogoma-Popescu-Spivakovsky [10, 11, 9] Y del
resultado que afirma qlie si R y S SOR anillós localmente excelentes, y R
es F-racional, entonces, de existir a :'R -+ S, un homomorfismo suave
(smooth), S tambien es F-racional, (ver [12]).
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